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Лекция №8

5. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ И МЕТОД СУПЕРЭЛЕМЕНТОВ

Прежде, чем переходить к детальному описанию метода конечных элементов, следует разобрать основные понятия вариационного исчисления, т.к. МКЭ во многих случаях реализуется на основе вариационных принципов.

5.1 Основные понятия вариационного исчисления


Наряду с задачами, в которых необходимо определить максимальные и минимальные значения некоторой функции Z=f(x). в задачах физики нередко возникает необходимость найти максимальные и минимальные значения величин особого рода, называемых функционалами.


Вариационное исчисление изучает методы, позволяющие находить максимальные или минимальные значения функционалов. Задачи, в которых требуется исследовать функционал на максимум или минимум называются вариационными задачами.


Функционалами называются переменные величины, значения которых определяются выбором одной или нескольких функций.


Например, функционалом является длина 
[image: image1.wmf]l

 дуги плоской кривой, соединяющей две заданные точки А(хо,yо) и В (x1,y1)

Величина 
[image: image2.wmf]l

может быть вычислена, если задано уравнение кривой y=y(x), тогда: 


[image: image3.wmf]l

( y(x)( =  
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Площадь некоторой поверхности также будет являться функционалом. Моменты инерции, статические моменты, координаты центра тяжести некоторой однородной кривой или поверхности также являются функционалом, т.к. их значения определяются выбором кривой или поверхности.


В общем случае вариационное представление является соответствующим функционалом, построенным на уже упоминавшимся принципе Гамильтона.


Рассмотрим физическую систему, являющуюся функцией независимых переменных х1, х2, х3, ..., xn  и описываемую некоторым числом функций, называемых переменными состояния   q1,  q2, ..... qn   и их производными   
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Принцип Гамильтона постулирует существование некоторого функционала интегрального типа  
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экстремум которого определяется условием стационарности, характеризующим изменение системы.


Область определена на основе независимых переменных хi,  и подинтегральной функции  L(xi, q j, q ij )  известной под названием функции Лагранжа.


Эта функция Лагранжа, характеризующая изменение системы, имеет прямой физический смысл и представляет собой разность двух членов энергетического типа: некоторого члена Wc, характеризующего кинетическую энергию, который меняется по квадратичному закону в зависимости от частных производных qij’, и члена Wр, описывающего потенциальную энергию, которая является сложной функцией переменных состояния q i.


L(x i , q j , q ij ’)=Wc(q ji’, q kl ’) - Wp(qk)

Необходимым условием стационарности интеграла 
[image: image9.wmf]y

a

, определенного уравнениями Эйлера для подинтегральной функции L,  является дифференциальное представление физического явления, характеризуемого функционалом 
[image: image10.wmf]y

a

.

Примеры.


1. Электростатическое поле в двумерном пространстве.

Имеются две независимые переменные - координаты   x   и   у, переменной состояния является электрический потенциал  V    и его частные производные, cоставляющие напряженности электрического поля:

                                  Ex= - 
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Очень простые энергетические представления приводят к понятиям потенциальной энергии:






Wp= - ((x,y) V

и составляющей кинетической энергии в среде, характеризуемой диэлектрической проницаемостью   
[image: image13.wmf]e

 .





Wc= 
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Тогда можно записать функцию Лагранжа 




L= 
[image: image15.wmf](
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Забегая вперёд запишем уравнение Эйлера от подинтегральной функции в рассматриваемой области, являющегося условием стационарности функционала 
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  , или 
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или  
[image: image19.wmf]
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Все законы механики и физики сводятся к утверждению, что некоторый функционал в рассматриваемом процессе должен достигать минимума или максимума.


В такой формулировке эти законы носят название вариационных принципов механики или физики. К числу таких вариационных принципов или простейших следствий из них принадлежат:  принцип наименьшего действия, закон сохранения энергии, законы сохранения импульса, количества движения, момента количества движения, различные вариационные принципы классической и релятивистской теории поля, принцип Кастильяно в теории упругости и т.д.


Большое влияние на развитие вариационного исчисления оказали следующие три задачи:

1) задача о брахистохроне (линии быстрейшего ската),

2) задача о геодезических линиях (линиях на поверхности),

3) изопараметрическая задача (требуется найти замкнутую линию заданной длины 
[image: image21.wmf]l

, ограничивающую максимальную площадь S ).
Понятия вариационного исчисления рассмотрим в сравнении с понятиями

 математического анализа:

     Математический анализ

                         
Вариационное исчисление

	1. Переменная величина z, называемая функцией переменной величины х , что обозначается z=f(x),если каждому значению х из некоторой области изменения х соответствует значение z,  т.е. имеется соответствие: числу х соответствует число z.
Аналогично определяются и функции нескольких переменных.


	1. Переменная величина  I  называется функционалом, зависящим от функции у(х), что обозначается I=I[ у(х)],если  каждой функции у(х) из некоторого класса функций у(х) соответствует значение   I,  т.е. имеет место соответствие: функции у(х) соответствует число I.
Аналогично определяются и функционалы, зависящие от нескольких функций, и функционалы, зависящие от функций нескольких переменных

	2. Приращением ( х   аргумента х функции f(x)   называется разность между двумя значениями этой переменной   (х=х-х1.   Если х - независимая переменная, то дифференциал х’ совпадает с приращением dx=  ( х
	2. Приращением или вариацией   ( у  аргумента у(х) функционала I[ у(х)]
называется разность между двумя функционалами   ( у=у(х)-у1 (х). При этом предполагается, что у(х)  меняется произвольно в некотором классе функций.

	3. Функция f(x) называется непрерывной, если малому изменению х соответствует малое изменение функции f(x).
	3. Функционал I[ y(x)] называется непрерывным, если малому изменению у(х) соответствует малое изменение функционала I[у(х)]. 



В связи с последним положением необходимо ввести следующие определения близости кривых  у=у(х)  и    у=у1(х).


Кривые у=у(х)  и   у=у1(х)  близки в смысле близости нулевого порядка, если модуль разности   у(х)- у1(х)  мал.


Кривые у=у(х)  и  у=у1(х) близки в смысле близости первого порядка, если модули разностей   у(х)-у1(х)  и    у’(х)-у1’(х)   малы.


Кривые у=у(х)   и   у=у1(х)   близки в смысле близости к-го порядка, если малы модули разностей:





у(х)-у1(х)





у’(x)-y1’(x)





..................





..................





y(k)(x)-y1(k)(x)




После этого можно уточнить понятие непрерывности функционала.

	3’).Функция f(x) непрерывна при х=хо, если для любого положительного   (  можно подобрать 

( ( 0  такое, что       

(f(xo)( ( (     при     (х-хо( ( (
При этом подразумевается, что х принимает значения, в которых функция f(x)  определена.
	 3’) Функционал I[y(x)] непрерывен при у=уо(х) в смысле близости к-го порядка, если для любого положительного (  можно подобрать 

 ( ( 0     такое  , что  

( I[y(x)]-I[yj(x)]  ( ( (
при  ( у(x)-уо(x) (  ( (
        ( y’(x)-yo’(x) ( ( ( 

         ....................

         ....................

 ( y(k)(x)-yo(k)(x) ( ( (
При этом подразумевается, что функция у(х) берется из класса функций, на котором функционал I[y(x)] определен.

	4. Линейной функцией называется функция l(x), удовлетворяющая следующим условиям

               l(cx)=cl(x)
 где с - произвольная постоянная и

         l(x1+x2)=l(x1)+l(x2)
Линейная функция одной переменной имеет вид:

l(x)=kx, где к - постоянная.


	4. Линейным функционалом называется функционал

          L [y(x)], 

удовлетворяющий следующим условиям:

L [cy(x)]=cL[y(x)]
где с - произвольная постоянная  и 

L [y1(x)+y2(x)]=L [y1(x)(+L [y2(x)]
Примером линейного функционала является 

L [y(x)]= 
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	5. Если приращение функции

   f=f(x+  (x)-f(x)

может быть представлено в виде

 ( f=A(x) ( x + ( (x,( x) ( x
где А(х) не зависит от  (х 

а    ( (x,( x ) (  0   при  ( х  (0,

то  функция называется дифференцируемой, а линейная по отношению к ( х  часто приращения А(х)( х  называется дифференциалом функции и обозначается   df.

Разделив на   (х  и переходя к пределу при x ( 0  получим, что А(х) = f ’(x) и следовательно   df=f’(x) ( x.
	5. Если приращение функционала 

   ( I=I[y(x)+( y]-I[y(x)(
можно представить в виде:

 ( I=L [y(x), ( y]+ ( [y(x), ( y] max (y (
где   L [y(x), ( y]  линейный по отношению к  (у  функционал,  max (( y(  -  максимальное значение ((y( и  

 ((y(x), (y)(  0,  при max ((  y (( 0  , то линейная по отношению к   ( у часть приращения функционала, т.е.

 L [y(x) , ( y ]  называется вариацией функционала и обозначается ( I.





Таким образом, вариация функционала - это главная, линейная по отношению к  ( у, часть приращения функционала. При исследовании функционалов вариация играет такую же роль, какую играет дифференциал при исследовании функций.

	6). Теорема. Если дифференцируемая функция f(x) достигает максимума или минимума во внутренней точке х=хо области определения функции, то в этой точке df=0.
	6). Теорема. Если функционал I[y(x)], имеющий вариацию, достигает максимума или минимума при у=уо(х), где у(х) - внутренняя точка области определения функционала, то при у=уо(х) 

  (у=0.



Уравнение Эйлера.

В 1744 г. Эйлером для функционала          
[image: image23.wmf](
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было получено следующее выражение вариации:
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Отсюда необходимое условие экстремума функционала приобретает вид:
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Используя основную лемму вариационного исчисления:

Если для каждой непрерывной функции   ( (х)    
[image: image28.wmf]ò
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 Ф(х)  ((х) dx=0,  где функция Ф(х) непрерывна на отрезке [xo, x1], то Ф(х)(  0  на том же отрезке.

Получаем условие экстремума в виде

      Fy- 
[image: image29.wmf]d

dx

  Fy’=0       или в развернутом виде:
Fy-Fxy’-Fyy’ y’- Fy’y’ y” =0.
Это уравнение называется уравнением Эйлера. 

Интегральные кривые уравнения Эйлера у=у(х, C1, C2) называются экстремалями.

Только на экстремалях может достигаться экстремум функционала:
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Пример1.  На каких кривых может достигать экстремума функционал.


P [y(x)]=  
[image: image31.wmf]0
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[(y’ )2+12xy]dx;   y(0)=0   y(1)=1
F(y’ )2+12xy=0   12x-2y”=0 y” - 6x=0   отсюда:
y=x3+С 1 x + C2
Используя граничные условия, получаем  С1=0,   С2=0,   следовательно экстремум может достигаться лишь на кривой 
у=х.3

Пример2. 


Длина дуги плоской кривой 



L [y(x)]= 
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   Ft’ = 
[image: image35.wmf]
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Fy’y’= - 
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Ft’’ = 
[image: image38.wmf](
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Fy’y’y”=0        y”=0      y=C1x+C2 , т.е. кривая наименьшей длины, проведенная между двумя точками, есть прямая.  

Пример3.

V[y(x)]=
[image: image39.wmf][
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;   y(0)=0;     y(( / 2)=1

уравнение Эйлера имеет вид:

у” + y =0, его общим решением является:

у= C1 Cos(x) + C2 Sin (x)


Используя граничные условия, получаем С1=0,  С2=1,  следовательно экстремум может достигаться лишь на кривой у=Sin(x).
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близость 1-го порядка
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